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Introduzione

«In principio era il Logos» — il verso che apre il Vangelo secondo Giovanni —
è uno dei più celebri esempi di quanto la ragione sia centrale per la conoscenza
e per la scienza che muovono l’uomo. La ragione non perderà mai il suo potere,
perché essa è il mezzo per giungere al significato e, per coloro che vorranno
ascoltare, all’affermazione della Verità.

La natura algoritmica dell’inferenza logica formale prende vita nelle computazioni della
Macchina di Turing. È pertanto esplorando tali mezzi della deduzione che si può giungere
a una risposta, o alla formulazione della giusta domanda.

I confini attuali della computazione sono illuminati dalla fisica contemporanea: la ma-
tematica che sottende la Meccanica Quantistica suggerisce un modello capace di estendere
le potenzialità computazionali classiche — la Macchina di Turing Quantistica.

Per almeno alcune classi di problemi, la computazione quantistica si dimostra più
efficiente rispetto a quella classica, offrendo vantaggi anche esponenziali nella complessità
temporale delle soluzioni. Non si tratta soltanto di un’estensione teorica della Macchina
di Turing, ma di un nuovo paradigma computazionale radicato nella struttura matematica
della Meccanica Quantistica.

Nel contesto quantistico, i bit, ovvero le entità che codificano informazione, sono so-
stituiti dai qubit. Le porte logiche quantistiche agiscono su questi stati come trasfor-
mazioni unitarie, rappresentando le operazioni con cui il calcolo quantistico manipola
l’informazione.

L’elaborato affronta la questione della completezza funzionale quantistica, intesa come
possibilità di generare qualunque trasformazione unitaria ammissibile attraverso la com-
posizione di un insieme finito di porte logiche. Si tratta di un’analogia diretta con la
nozione classica di completezza funzionale, secondo cui un numero minimo di porte, come
nand o nor, è sufficiente a costruire ogni circuito booleano.

A partire dai postulati della Meccanica Quantistica (Capitolo 2), l’elaborato introduce
il formalismo del qubit (Capitolo 3) e definisce le trasformazioni ammissibili (Capitolo
4). Il percorso culmina nella dimostrazione dell’universalità di un insieme finito di porte
logiche (Capitolo 5), che risulta completo per l’elaborazione quantistica dell’informazione.

L’elaborato prende ispirazione principalmente dagli argomenti trattati nei Capitoli 1
e 4 di [9], nei quali la dimostrazione della completezza funzionale si sviluppa sulla base
dell’approccio introdotto in [2]. Il quadro teorico generale si colloca nella linea aperta da
[4], in cui il concetto di calcolatore quantistico universale viene formulato come estensione
fisica del modello di Turing.





vii

Indice

1 Preliminari Matematici 1
1.1 Prodotto tensoriale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

1.1.1 Prodotto tensoriale di operatori . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
1.1.2 Prodotto di Kronecker . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2

2 Postulati della Meccanica Quantistica 5

3 Sistema Fisico di un Calcolatore Quantistico 7
3.1 Entanglement . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

4 Porte Logiche 11
4.1 Circuiti . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
4.2 Porte logiche notevoli . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

5 Porte Logiche Universali 17
5.1 Approssimazione di porte logiche . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
5.2 Costruzione di porte controllate . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
5.3 Porte logiche a due livelli . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23





1

Capitolo 1

Preliminari Matematici

La trattazione che segue è ispirata principalmente a [3, Capitolo II, Sezione F], con
integrazioni e adattamenti ove necessario.

1.1 Prodotto tensoriale
Definizione 1.1 (Prodotto tensoriale). Siano H1 e H2 due spazi di Hilbert1. Il prodotto
tensoriale di H1 e H2, denotato con H1 ⊗ H2, è uno spazio di Hilbert contenente tutte le
coppie del tipo |v1⟩ ⊗ |v2⟩, dove |v1⟩ ∈ H1 e |v2⟩ ∈ H2 (detti vettori decomponibili)

H1 ⊗ H2 := span {|v1⟩ ⊗ |v2⟩ : |v1⟩ ∈ H1 ∧ |v2⟩ ∈ H2}

che soddisfa le proprietà seguenti:

1. linearità della moltiplicazione per uno scalare:

(λ |v1⟩) ⊗ |v2⟩ = |v1⟩ ⊗ (λ |v2⟩) = λ(|v1⟩ ⊗ |v2⟩)

∀λ ∈ C, ∀ |v1⟩ ∈ H1, ∀ |v2⟩ ∈ H2

2. distributività dell’addizione tra vettori:

|v1⟩ ⊗ (|v2⟩ + |w2⟩) = |v1⟩ ⊗ |v2⟩ + |v1⟩ ⊗ |w2⟩

(|v1⟩ + |w1⟩) ⊗ |v2⟩ = |v1⟩ ⊗ |v2⟩ + |w1⟩ ⊗ |v2⟩

∀ |v1⟩ , |w1⟩ ∈ H1, ∀ |v2⟩ , |w2⟩ ∈ H2

3. siano {|u1,i⟩} e {|u2,i⟩} due basi rispettivamente di H1 e H2. L’insieme {|u1,i⟩ ⊗ |u2,j⟩}
è una base di H1 ⊗ H2.

4. il prodotto scalare di H1 ⊗ H2 è definito a partire dai prodotti scalari di H1 e H2
come segue: sui vettori decomponibili si pone

⟨v1v2|w1w2⟩ = ⟨v1|w1⟩ ⟨v2|w2⟩

dove |v1v2⟩ = |v1⟩ ⊗ |v2⟩ , |w1w2⟩ = |w1⟩ ⊗ |w2⟩. La definizione è poi estesa per
sesquilinearità.

1In tutta la trattazione, ogni spazio di Hilbert è inteso in campo complesso.
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1.1.1 Prodotto tensoriale di operatori

Definizione 1.2 (Prodotto tensoriale di operatori). Siano A1 e A2 operatori lineari agenti
rispettivamente sugli spazi di Hilbert H1 e H2. Il prodotto tensoriale di A1 e A2, denotato
con A1 ⊗ A2, è un operatore lineare agente su H1 ⊗ H2 nel modo seguente: sui vettori
decomponibili si pone

(A1 ⊗A2)(|v1⟩ ⊗ |v2⟩) := A1 |v1⟩ ⊗A2 |v2⟩

∀ |v1⟩ ∈ H1, ∀ |v2⟩ ∈ H2. La definizione è poi estesa per linearità.

Proposizione 1.3 (Prodotto misto). Siano A1, B1 operatori lineari sullo spazio di Hilbert
H1 e A2, B2 operatori lineari sullo spazio di Hilbert H2, tali per cui siano ben definiti i
prodotti A1B1 e A2B2. Vale la seguente relazione:

(A1 ⊗A2)(B1 ⊗B2) = (A1B1) ⊗ (A2B2)

Proposizione 1.4. Siano A1 e A2 operatori lineari agenti sugli spazi di Hilbert H1 e H2,
rispettivamente. Allora:

A1, A2 autoaggiunti =⇒ A1 ⊗A2 autoaggiunto
A1, A2 unitari =⇒ A1 ⊗A2 unitario

Per una trattazione più completa delle due proposizioni appena enunciate si veda [7], [6,
Sezione 2.2] o [11, Sezione 8], tenendo a mente il risultato della proposizione 1.6 enunciata
in seguito sul prodotto di Kronecker.

Verrà utilizzata la notazione A⊗n per indicare il prodotto tensoriale di un operatore,
uno spazio di Hilbert o un vettore A per se stesso n volte.

1.1.2 Prodotto di Kronecker

Definizione 1.5 (Prodotto di Kronecker). Siano A una matrice m× n e B una matrice
p × q. Il prodotto di Kronecker di A e B è una matrice mp × nq definita a blocchi come
segue:

A⊗K B :=

a11B · · · a1nB
... . . . ...

am1B · · · amnB


Il prodotto di Kronecker è la rappresentazione matriciale del prodotto tensoriale di

operatori lineari quando si scelgono basi fissate negli spazi di Hilbert coinvolti.

Proposizione 1.6. Siano H1 e H2 due spazi di Hilbert finito-dimensionali, di dimensione
m e n, {|u1,i⟩}m

i=1 una base di H1, {|u2,j⟩}n
j=1 una base di H2. Allora ogni operatore

lineare A1 su H1 è rappresentato, rispetto alla base {|u1,i⟩}, da una matrice m×m, e ogni
operatore A2 su H2, rispetto alla base {|u2,j⟩}, da una matrice n×n. Il prodotto tensoriale
A1 ⊗ A2, è rappresentato, rispetto alla base tensoriale {|u1,i⟩ ⊗ |u2,j⟩}, dalla matrice di
Kronecker A1 ⊗K A2.



1.1 Prodotto tensoriale 3

Per un esempio dimostrativo dell’enunciato, si rimanda a [5, Capitolo 11, Proposizione
17].

Da questo punto in poi sarà utilizzato il simbolo ⊗ per indicare il prodotto di Kronecker
o il prodotto tensoriale tra spazi di Hilbert; sarà invece omesso nella rappresentazione dei
vettori del prodotto tensoriale per i quali si adotta la seguente notazione:

|v1⟩ ⊗ |v2⟩ ⊗ · · · ⊗ |vn⟩ = |v1⟩ |v2⟩ · · · |vn⟩ = |v1v2 · · · vn⟩
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Capitolo 2

Postulati della Meccanica
Quantistica

Ogni teoria fisica si basa su un insieme minimale di definizioni prime irriducibili, che
facciano da ponte tra la loro natura sperimentale (il significato) e le definizioni matematiche
(il significante) che ne permettono di enunciare relazioni sotto forma di postulati. Se nel
caso della Meccanica Newtoniana queste definizioni prime includono lo spazio o il tempo,
nella Meccanica Quantistica sono protagonisti i concetti di osservabile e misura.

• Sistema fisico: Un sistema quantistico è la coppia (H, Ĥ) dove H è uno spa-
zio di Hilbert complesso separabile e Ĥ un operatore autoaggiunto su H, detto
Hamiltoniana, corrispondente alla quantità fisica energia del sistema.

• Sistema composto: Sia H lo spazio di Hilbert di un sistema fisico composto da n
sottosistemi, i cui spazi sono H1, · · · ,Hn. Allora:

H = H1 ⊗ H2 ⊗ · · · ⊗ Hn

• Stato del sistema: Si definisce una relazione di equivalenza ∼ su H \ {0} ponendo
|Ψ⟩ ∼ |Φ⟩ ⇔ ∃α ∈ C \ {0} tale che |Ψ⟩ = α |Φ⟩. Lo stato fisico di un sistema
quantistico è allora un elemento dello spazio quoziente H/ ∼, ovvero un raggio dello
spazio di Hilbert H.

• Osservabile: Ogni quantità sperimentalmente misurabile (osservabile) è associa-
ta ad un operatore autoaggiunto che agisce sullo spazio di Hilbert del sistema
quantistico.

• Misura dell’osservabile: Una misura dell’osservabile Â produce come risultato
uno degli autovalori λi dello spettro di Â.

• Ipotesi del collasso (interpretazione di Copenaghen): Dopo aver misurato il valore
λi per un’osservabile, lo stato del sistema diventa il suo autovettore (anche detto
autostato) corrispondente |λi⟩.

• Probabilità di transizione (regola di Born): La probabilità di misurare il valore
λi nello stato |Ψ⟩ è data dalla relazione

P = | ⟨λi|Ψ⟩ |2

⟨λi|λi⟩ ⟨Ψ|Ψ⟩
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• Evoluzione temporale: Uno stato |Ψ⟩ dopo un intervallo di tempo t diventa lo
stato

e−i Ĥ
ℏ t |Ψ⟩

dove ℏ è la costante di Planck.
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Capitolo 3

Sistema Fisico di un Calcolatore
Quantistico

Definizione 3.1 (Qubit). Un qubit è un sistema fisico il cui spazio di Hilbert è di
dimensione due1.

Un esempio di qubit è quello di un qualsiasi fermione di spin 1/2.

Definizione 3.2 (Computer quantistico). Un Computer Quantistico è un sistema fisico
di n qubit unito ad una sequenza di porte logiche (cf. Definizione 4.1) agenti sul suo stato.

Definizione 3.3 (Base computazionale). Sia Ŝ un’osservabile di singolo qubit e {|0⟩ , |1⟩}
una base ortonormale di autovettori di Ŝ. Si dice base computazionale di un sistema di n
qubit la base, di cardinalità 2n, dello spazio di Hilbert, isomorfo a (C2)⊗n, del sistema:

{|0 · · · 00⟩ , |0 · · · 01⟩ , |0 · · · 10⟩ , · · · , |1 · · · 11⟩}

In tutta la trattazione si considererà fissata l’osservabile Ŝ di singolo qubit a cui farà
riferimento ogni misura. Ogni stato |0⟩ o |1⟩ sarà relativo alla base computazionale da
essa definita, così come ogni rappresentazione matriciale degli operatori lineari. Inoltre
con l’espressione "misurare 0 o 1 " verrà inteso "misurare l’autovalore corrispondente a |0⟩
o a |1⟩". L’espressione "misurare l’i-esimo qubit" starà quindi ad indicare l’operazione di
misura, sull’intero sistema, dell’osservabile:

I⊗(i−1) ⊗ Ŝ ⊗ I⊗(n−i)

Lo stato |Ψ⟩ di un sistema di n qubit è pertanto definito da una combinazione lineare
dei vettori di base:

|Ψ⟩ = α0 |0 · · · 00⟩ + α1 |0 · · · 01⟩ + α2 |0 · · · 10⟩ + · · · + α2n−1 |1 · · · 11⟩

dove αi ∈ C, ∀i ∈ [0, 2n − 1] ∩ N.

Esempio 3.4 (Singolo qubit). Lo stato di un singolo qubit è quindi definito da una
combinazione lineare dei vettori della base {|0⟩ , |1⟩}:

|Ψ⟩ = α |0⟩ + β |1⟩
1Lo spazio di Hilbert di un qubit può essere un prodotto tensoriale di spazi in cui almeno uno di essi

abbia dimensione 2.
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dove α, β ∈ C.
In caso di vettore normalizzato, è semplice verificare che le probabilità che la misura

sia 0 piuttosto che 1, quindi le probabilità che lo stato collassi nell’autostato |0⟩ piuttosto
che |1⟩, sono date dal modulo quadro dei coefficienti della combinazione lineare |α|2, |β|2.

Esempio 3.5 (Due qubit). Lo stato di un sistema di due qubit è invece definito dalla
base {|00⟩ , |01⟩ , |10⟩ , |11⟩}:

|Ψ⟩ = α |00⟩ + β |01⟩ + γ |10⟩ + δ |11⟩

dove α, β, γ, δ ∈ C.
In questo caso, se il vettore è normalizzato, misurare uno dei due qubit, ad esempio il

primo, equivale a misurare l’osservabile Ŝ ⊗ I, i cui autostati sono:

|λ0⟩ = α |00⟩ + β |01⟩ , |λ1⟩ = γ |10⟩ + δ |11⟩

Quindi le probabilità di misurare 0 piuttosto che 1, o le probabilità che lo stato collassi in
|λ0⟩ piuttosto che in |λ1⟩, sono:

P (0) = |α|2 + |β|2, P (1) = |γ|2 + |δ|2

Definizione 3.6 (Sfera di Bloch). Viene detta sfera di Bloch la superficie sferica di raggio
1 in coordinate sferiche:


x = sin θ cosφ
y = sin θ sinφ
z = cos θ

0 ≤ θ ≤ π

0 ≤ φ ≤ 2π

z

x
y

|0⟩

|1⟩

|Ψ⟩

φ

θ

della quale ogni punto, quindi ogni coppia di coordinate sferiche (θ, φ), indica univoca-
mente uno stato normalizzato di singolo qubit:

|Ψ⟩ = cos θ2 |0⟩ + eiφ sin θ2 |1⟩

Tale cambiamento di variabili in coordinate sferiche è attuabile poiché, come osservato
nell’esempio 3.4, lo stato di un singolo qubit è:

|Ψ⟩ = α |0⟩ + β |1⟩ α, β ∈ C

Lo stato, se normalizzato, essendo |α|2 + |β|2 = 1, può essere espresso come:

|Ψ⟩ = eiγ cos θ2 |0⟩ + ei(γ+φ) sin θ2 |1⟩

Dove il fattore eiγ , non essendo influente sullo stato del sistema, può essere ignorato.
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3.1 Entanglement
Definizione 3.7 (Stato entangled). Sia |Ψ⟩ lo stato di un sistema composto da n sot-
tosistemi i cui spazi di Hilbert sono H1, · · · ,Hn. Lo stato |Ψ⟩ è detto entangled se non
è decomponibile, cioè se non può essere espresso come prodotto tensoriale degli stati dei
singoli sottosistemi ma solo come combinazione lineare non banale dei vettori di base dello
spazio H1 ⊗ · · · ⊗ Hn al quale appartiene:

|Ψ⟩ ̸= |v1 · · · vn⟩ , ∀ |vi⟩ ∈ Hi

L’effetto che la misura ha sugli stati entangled è un’ovvia conseguenza dell’ipotesi del
collasso e delle proprietà del prodotto tensoriale.

Esempio 3.8 (Due qubit entangled). Sia il sistema di due qubit nello stato entangled:

|Ψ⟩ = 1√
2

|00⟩ + 1√
2

|11⟩

Misurando il primo qubit, lo stato collassa in uno dei due autostati equiprobabili |00⟩,
|11⟩, quindi la misura del primo qubit determina il risultato di una successiva misura del
secondo.
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Capitolo 4

Porte Logiche

Definizione 4.1 (Porta logica quantistica). Una porta logica a n qubit è un operatore
unitario U che opera sullo spazio di Hilbert di un sistema di n qubit.

Risulta ragionevole definire l’applicazione di una o più porte logiche su un sistema con
un numero di qubit maggiore di quello in cui operano singolarmente.

Definizione 4.2 (Applicazione simultanea di porte logiche). Siano U1, · · · , Uk porte lo-
giche rispettivamente a n1, · · · , nk qubit. La loro applicazione simultanea su sottoinsiemi
distinti e ordinati di qubit di un sistema di n ≥ ntot =

∑k
i=1 ni qubit, è definita dalla

seguente porta logica a n qubit:

P−1
[
U1 ⊗ · · · ⊗ Uk ⊗ I⊗(n−ntot)

]
P (4.1)

dove P è un operatore di permutazione che porta gli ntot qubit target nelle prime ntot
posizioni del tensore, lasciando gli altri inalterati.

L’evoluzione temporale, essendo un operatore unitario, è a tutti gli effetti una porta
logica, pertanto perturbare il sistema in modo tale da modificare a piacimento la sua
Hamiltoniana equivale a scegliere la porta logica che vi agisce.

4.1 Circuiti
Un circuito quantistico è una schematizzazione del computer quantistico, quindi dell’ap-
plicazione delle porte logiche allo stato dei suoi qubit.

Ogni linea orizzontale rappresenta un qubit, ogni simbolo che vi giace indica la porta
logica agente su di essi, fatta eccezione per l’unico simbolo rappresentante la misurazione
(figura 4.1). Le porte allineate verticalmente si applicano simultaneamente, pertanto com-
binandosi come nell’espressione (4.1). Le porte risultanti vanno moltiplicate tra loro da
destra a sinistra. A sinistra del circuito possono essere presenti eventuali nomi assegnati
ai qubit e vettori che ne rappresentano lo stato iniziale. In particolare, se accanto alla
linea corrispondente al qubit in posizione n è indicato un vettore |ψ⟩, lo stato iniziale del
sistema è una combinazione lineare dei vettori della base computazionale, in cui il termine
associato alla posizione n nel prodotto tensoriale è sostituito da |ψ⟩ anziché dal consueto
|0⟩ o |1⟩.
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Figura 4.1. Simbolo rappresentante la misurazione di singolo qubit.

Esempio 4.3. Circuito di un computer quantistico con 4 qubit (2 generici e 2 inizializzati)
e 6 porte logiche:

q1 A F

q2 B

D

|0⟩

|1⟩ C E

La porta logica che agisce sul sistema totale dei qubit risulta quindi essere la seguente:

Utot = (F ⊗ I⊗3)(I ⊗D ⊗ E)(A⊗B ⊗ I ⊗ C)

Utilizzando la proprietà del prodotto tensoriale tra operatori, enunciata nella proposizione
1.3, è possibile riesprimere la porta logica risultante come segue:

Utot = (FA) ⊗ (D(B ⊗ I)) ⊗ (EC)

Lo stato iniziale del sistema, in questo caso, corrisponde a ciò che si ottiene misurando
gli ultimi due qubit di diversi sistemi generici e selezionando quello in cui le rispettive
misure diano risultati 0 e 1. Tale stato è il seguente:

α |0001⟩ + β |0101⟩ + γ |1001⟩ + δ |1101⟩

dove α, β, γ, δ ∈ C.
Ciò significa che la matrice rappresentante la porta logica risultante Utot agisce sul

seguente vettore di coordinate:

(0, α, 0, 0, 0, β, 0, 0, 0, γ, 0, 0, 0, δ, 0, 0)

4.2 Porte logiche notevoli
Ogni porta logica quantistica può essere definita con la relativa rappresentazione matriciale
o, equivalentemente, specificando l’azione sui vettori della base computazionale, ottenendo
quindi una rappresentazione funzionale analoga alla tavola di verità dei connettivi logici
classici.

Di seguito si riportano le definizioni delle principali porte logiche a singolo qubit.
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Hadamard H
|Ψ⟩ H |Ψ⟩
|0⟩ 1√

2(|0⟩ + |1⟩)
|1⟩ 1√

2(|0⟩ − |1⟩)

1√
2

(
1 1
1 −1

)

Pauli σ1 X
|Ψ⟩ σ1 |Ψ⟩
|0⟩ |1⟩
|1⟩ |0⟩

(
0 1
1 0

)

Pauli σ2 Y
|Ψ⟩ σ2 |Ψ⟩
|0⟩ i |1⟩
|1⟩ −i |0⟩

(
0 −i
i 0

)

Pauli σ3 Z
|Ψ⟩ σ3 |Ψ⟩
|0⟩ |0⟩
|1⟩ − |1⟩

(
1 0
0 −1

)

Phase S
|Ψ⟩ S |Ψ⟩
|0⟩ |0⟩
|1⟩ i |1⟩

(
1 0
0 i

)

π/8 T
|Ψ⟩ T |Ψ⟩
|0⟩ |0⟩
|1⟩ eiπ/4 |1⟩

(
1 0
0 eiπ/4

)

Tabella 4.1. Nomi, simboli, tavole di verità e matrici unitarie per porte logiche a singolo qubit.

Definizione 4.4 (Porta logica di rotazione indotta dalle matrici di Pauli). Sia n̂ un versore
in R3. La rotazione di un angolo θ attorno all’asse di n̂ è definita come la porta logica a
singolo qubit seguente:

Rn̂(θ) := exp
(

− iθ

2 n̂ · σ⃗
)

= cos
(
θ

2

)
I − i sin

(
θ

2

)
(n̂ · σ⃗)

dove σ⃗ = (σ1, σ2, σ3).

Come mostrato nella tavola di verità in tabella 4.2, la porta σ1 presenta un compor-
tamento del tutto analogo a quello della porta logica classica NOT, motivo per cui viene
comunemente denominata porta NOT quantistica. Nel circuito quantistico, essa può essere
rappresentata indifferentemente con una delle due notazioni illustrate in figura 4.2.
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A ¬A
0 1
1 0

|Ψ⟩ σ1 |Ψ⟩
|0⟩ |1⟩
|1⟩ |0⟩

Tabella 4.2. Confronto tra ta-
vole di verità ¬ e σ1.

:= X

Figura 4.2. Rappresentazione
circuitale alternativa di σ1.

Definizione 4.5 (Operazione controllata). Sia U una porta logica a k qubit. L’operazione
controllata (o porta logica controllata) Cn(U) è una porta logica a n+ k qubit definita a
blocchi come segue:

Cn(U) :=
(
I 0
0 U

)
dove I è la matrice identità di dimen-
sione 2n+k − 2k.

...

n controllo

U k target

Dei qubit su cui agisce tale porta, i primi n sono detti qubit di controllo, i restanti k sono
chiamati qubit target.

Nella categoria di porte controllate Cn(U) rientrano anche porte i cui qubit di controllo
sono preceduti e succeduti da porte σ1, i quali sono rappresentati graficamente mediante
un cerchio vuoto, come in figura 4.3. Tale rappresentazione grafica è ragionevole poiché
i qubit di controllo a cerchio pieno definiscono una porta che agisce non banalmente solo
sui vettori della base computazionale con |1⟩ nella posizione di quei qubit, mentre quelli
a cerchio vuoto definiscono una porta che agisce solo quando i corrispondenti qubit sono
inizializzati a |0⟩. Questa inversione della condizione è ottenuta grazie all’inserimento delle
porte NOT, che invertono temporaneamente lo stato del qubit durante il controllo (come
visto in tabella 4.2).

Quando più porte controllate condividono lo stesso qubit di controllo, è utile adottare
una notazione compatta come quella illustrata in figura 4.4.

U

:=

X X

X X

U

Figura 4.3. Qubit di controllo a
cerchio vuoto.

U

V

:= U

V

Figura 4.4. Porte logiche control-
late con qubit di controllo con-
diviso.
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Tra le porte logiche a più qubit, rivestono particolare importanza le porte NOT con-
trollate, tra cui le due fondamentali — la porta CNOT e la porta Toffoli — sono definite
di seguito.

Definizione 4.6 (NOT controllato). La porta NOT controllato, anche detta CNOT, è la
porta logica C(σ1):

=
X

=


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0


|Ψ⟩ CNOT|Ψ⟩
|00⟩ |00⟩
|01⟩ |01⟩
|10⟩ |11⟩
|11⟩ |10⟩

Definizione 4.7 (Toffoli). La porta Toffoli, anche detta CCNOT o TOFF, è la porta
logica C2(σ1):

=

X

=



1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 1 0



|Ψ⟩ TOFF|Ψ⟩
|000⟩ |000⟩
|001⟩ |001⟩
|010⟩ |010⟩
|011⟩ |011⟩
|100⟩ |100⟩
|101⟩ |101⟩
|110⟩ |111⟩
|111⟩ |110⟩

Analogamente al caso della porta NOT, anche la porta Toffoli può essere considerata
l’analogo quantistico della porta logica classica NAND. Infatti, se il qubit target viene
inizializzato nello stato |1⟩ — come nel circuito mostrato in figura 4.5 — e si interpretano
i due qubit di controllo come input e il qubit target come output, la tavola di verità
risultante (tabella 4.3) coincide con quella della porta NAND classica.

q1

q2

|1⟩

Figura 4.5. Circuito NAND
con porta Toffoli a qubit
target |1⟩.

|Ψ⟩ |1⟩ TOFF|Ψ⟩ |1⟩
|001⟩ |001⟩
|011⟩ |011⟩
|101⟩ |101⟩
|111⟩ |110⟩

A B A NAND B

0 0 1
0 1 1
1 0 1
1 1 0

Tabella 4.3. Confronto tra tavole di verità Toffoli e
NAND.

La porta NAND classica è funzionalmente completa (o universale), ovvero consente
di costruire qualsiasi altra funzione logica booleana (come AND, OR, NOT) utilizzando
esclusivamente combinazioni di porte NAND. Una dimostrazione di questo risultato si
trova in [10, Sezione 8.1] ed in [8, Sezione 1.3].
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Poiché un computer quantistico è in grado di replicare il comportamento della porta
NAND tramite la porta Toffoli, esso può simulare qualsiasi circuito logico classico e quindi
emulare una macchina di Turing. Per una trattazione completa del modello di macchina di
Turing si rimanda a [12]. Ne consegue che il modello computazionale quantistico è Turing
completo.
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Capitolo 5

Porte Logiche Universali

Per gli argomenti trattati in questo capitolo, si segue la presentazione fornita in [9, Capitolo
4].

Analogamente al caso classico, anche nell’ambito della computazione quantistica ci si
interroga sull’esistenza di un insieme finito di porte logiche quantistiche che possieda la
proprietà di completezza funzionale, ovvero tale che ogni operatore unitario (e quindi ogni
porta logica quantistica) possa essere realizzato come combinazione circuitale delle porte
contenute nell’insieme. Tuttavia, ciò non è possibile in senso stretto: gli operatori che
agiscono su uno spazio di Hilbert a dimensione finita ma su campo complesso formano un
insieme non numerabile, mentre le combinazioni finite di elementi di un insieme finito sono
numerabili. Ne consegue che non esiste un insieme finito di porte logiche quantistiche in
grado di generare esattamente tutti gli operatori unitari possibili.

La questione viene quindi riformulata in termini più pratici e teoricamente rilevanti:
ci si chiede se esista un insieme finito di porte logiche quantistiche tale che ogni operatore
unitario possa essere approssimato con accuratezza arbitraria come combinazione circuitale
delle porte che esso contiene. Tale nozione prende il nome di completezza funzionale
(o universalità) quantistica.

In questo capitolo si dimostra che l’insieme {Hadamard, π/8, NOT controllato} è fun-
zionalmente completo.

Per chiarezza espositiva, può essere utile fare riferimento allo schema concettuale ri-
portato in figura 5.1, che illustra in maniera sintetica i principali passaggi costruttivi at-
traverso cui è possibile ottenere qualsiasi operatore unitario U , a partire dal set universale
appena citato.
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H CNOT T

U singolo

Toffoli C(Usingolo)

Cn(Usingolo)

U a due livelli

U qualsiasi

Figura 5.1. Schema concettuale di costruzione di qualsiasi porta logica U utilizzando porte
Hadamard, π/8 e NOT controllato. Ogni riquadro rappresenta una porta logica. Le freccie
tratteggiate indicano una costruzione approssimata a differenza delle altre.

I seguenti risultati sulle porte logiche di rotazione saranno utili in seguito. Per le
dimostrazioni, si rimanda a [9, Teorema 4.1].

Lemma 5.1 (di decomposizione per porte logiche a singolo qubit). Per ogni U porta
logica a singolo qubit, esistono α, β, γ, δ ∈ R tali che:

U = eiαRẑ(β)Rŷ(γ)Rẑ(δ)

Corollario 5.2. Siano n̂ e m̂ versori in R3 non paralleli. Per ogni U porta logica a singolo
qubit, esistono α, β, γ, δ ∈ R tali che:

U = eiαRn̂(β)Rm̂(γ)Rn̂(δ)

Corollario 5.3. Per ogni U porta logica a singolo qubit, esistono A,B,C porte logiche a
singolo qubit tali che:

ABC = I ∧ U = eiαAσ1Bσ1C

dove α ∈ R.

5.1 Approssimazione di porte logiche
Definizione 5.4 (Approssimazione di porte logiche). Un insieme A di porte logiche si
dice approssimabile da un insieme B di porte logiche se ∀ε ∈ R>0 e ∀U ∈ A a n qubit ∃V
circuito quantistico di sole porte logiche di B tale che:

E(U, V ) := sup
|λ⟩

sup
|Ψ⟩

|PU (λ,Ψ) − PV (λ,Ψ)| < ε
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dove |Ψ⟩ è uno stato di un sistema di n qubit1 e |λ⟩ un autostato appartenente alla base
computazionale, il cui autovalore corrispondente λ, negli stati U |Ψ⟩ e V |Ψ⟩, ha probabilità
di essere misurato2 rispettivamente PU (λ,Ψ) e PV (λ,Ψ).

Definizione 5.5 (Completezza funzionale quantistica). Un insieme C di porte logiche
quantistiche si dice funzionalmente completo se l’insieme di tutte le porte logiche è ap-
prossimabile da C.

Definizione 5.6 (Norma operatoriale). Sia A un’operatore lineare che opera sullo spazio
di Hilbert H. La norma di A è:

∥A∥op := sup
|Ψ⟩

∥A |Ψ⟩ ∥

dove |Ψ⟩ ∈ H è normalizzato.

Definizione 5.7 (Distanza tra operatori). Siano A e B operatori lineari su uno spazio di
Hilbert H. La distanza tra A e B è la distanza indotta dalla norma operatoriale:

d(A,B) := ∥A−B∥op

Lemma 5.8. Siano U e V porte logiche a n qubit. Allora:

E(U, V ) ≤ 2d(U, V ) (5.1)

e inoltre, se U = UmUm−1 · · ·U1 e V = VmVm−1 · · ·V1 sono sequenze di m porte logiche a
n qubit:

d(U, V ) ≤
m∑

i=1
d(Ui, Vi) (5.2)

Dimostrazione. Siano PU e PV le probabilità introdotte nella definizione 5.4 e |λ⟩ e |Ψ⟩
gli stati normalizzati tali che E(U, V ) = |PU (λ,Ψ) −PV (λ,Ψ)|. Secondo il postulato della
regola di Born, tali probabilità sono esprimibili come:

PU − PV = | ⟨λ|U |Ψ⟩ |2 − | ⟨λ|V |Ψ⟩ |2

= ⟨Ψ|U †|λ⟩ ⟨λ|U |Ψ⟩ − ⟨Ψ|V †|λ⟩ ⟨λ|V |Ψ⟩

Aggiungendo e sottraendo lo stesso termine ⟨Ψ|U †|λ⟩ ⟨λ|V |Ψ⟩ e fattorizzando, si ottiene:

PU − PV = ⟨Ψ|U †|λ⟩ (⟨λ|U |Ψ⟩ − ⟨λ|V |Ψ⟩) + (⟨Ψ|U †|λ⟩ − ⟨Ψ|V †|λ⟩) ⟨λ|V |Ψ⟩
= ⟨Ψ|U †|λ⟩ ⟨λ|U − V |Ψ⟩ + ⟨Ψ|(U − V )†|λ⟩ ⟨λ|V |Ψ⟩

Applicando prima la disuguaglianza triangolare e dopo la disuguaglianza di Cauchy-
Schwarz e poiché i fattori | ⟨Ψ|U †|λ⟩ | e | ⟨λ|V |Ψ⟩ | sono entrambi minori o uguali ad 1,
si ha:

|PU − PV | ≤ | ⟨Ψ|U †|λ⟩ ⟨λ|U − V |Ψ⟩ | + | ⟨Ψ|(U − V )†|λ⟩ ⟨λ|V |Ψ⟩ |
≤ ∥(U − V ) |Ψ⟩ ∥ + ∥(U − V ) |Ψ⟩ ∥
≤ 2d(U, V )

1Nel caso in cui il circuito V sia ad un numero di qubit m > n, la sua applicazione allo stato |Ψ⟩ è
intesa come l’applicazione di V su uno stato esteso ad uno sistema di m qubit, e che il confronto tra PU e
PV avviene considerando le probabilità di misura sui soli n qubit logici, trascurando quelli ausiliari.

2La misura coinvolge tutti i qubit, in quanto si considera l’osservabile globale Ŝ⊗n, il cui insieme di
autostati ortonormali corrisponde alla base computazionale.
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L’espressione (5.1) è così dimostrata.
Siano ora U = U2U1 e V = V2V1 sequenze di 2 porte logiche a n qubit. Per almeno

uno stato |Ψ⟩ si ha:
d(U2U1, V2V1) = ∥(U2U1 − V2V1) |Ψ⟩ ∥

Aggiungendo e sottraendo lo stesso termine V2U1 |Ψ⟩ e fattorizzando si ottiene:

d(U2U1, V2V1) = ∥(U2U1 − V2U1) |Ψ⟩ + (V2U1 − V2V1) |Ψ⟩ ∥

Applicando la disuguaglianza triangolare e la definizione di distanza tra porte logiche,
poiché le norme sono invarianti sotto operatori unitari, si ha:

d(U2U1, V2V1) ≤ ∥(U2 − V2)U1 |Ψ⟩ ∥ + ∥V2(U1 − V1) |Ψ⟩ ∥
≤ d(U2, V2) + d(U1, V1)

La dimostrazione dell’espressione (5.2), per sequenze di un generico numero m di porte
logiche a n qubit, segue per induzione.

Teorema 5.9. Tutte le porte logiche a singolo qubit sono approssimabili dalle porte
Hadamard e π/8.

Dimostrazione. Si consideri che:

T ·HTH = Rẑ(π/4) ·Rx̂(π/4)

Ciò è evidente essendo T = Rẑ(π/4) e, poiché Hσ3H = σ1:

HTH = HRẑ(π/4)H = He− iπ
8 σ3H = e− iπ

8 Hσ3H = Rx̂(π/4)

Poiché σ3σ1 = iσ2, segue che:

T ·HTH = cos2
(
π

8

)
I − i sin

(
π

8

)[
cos

(
π

8

)
σ1 + sin

(
π

8

)
σ2 + cos

(
π

8

)
σ3

]
= cos

(
θ

2

)
I − i sin

(
θ

2

)
(n̂ · σ⃗) = Rn̂(θ)

dove il versore n̂ e l’angolo θ sono definiti come segue:

n⃗ :=
(

cos π8 , sin
π

8 , cos π8

)
=⇒ n̂ = n⃗

∥n⃗∥
= n⃗√

1 + cos2 (π
8
)

cos
(
θ

2

)
:= cos2

(
π

8

)
=⇒ sin

(
θ

2

)
=
√

1 − cos2
(
θ

2

)
=
√

1 − cos4
(
π

8

)

= sin
(
π

8

)√
1 + cos2

(
π

8

)
L’angolo θ così definito è un multiplo irrazionale di 2π, ovvero tale che:

θ

2π ∈ R/Q
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Per la dimostrazione, si rimanda a [2].
Da ciò e dal teorema del ritorno di Poincaré, per il quale si rimanda a [1, Capitolo 3],

consegue che l’immagine {an}n∈N della successione an = (nθ) mod 2π è un insieme denso
in R, ovvero:

∀α ∈ R ∀δ ∈ R>0 ∃n ∈ N : |nθ − α| mod 2π < δ

0 10 20 30 40 50 60
n

0

1
2

3
2

2

n
 m

od
 2

Figura 5.2. Successione an = (nθ) mod 2π con θ tale che cos(θ/2) = cos2(π/8).

Fissato ora un versore m̂ ∈ R3, si ha per ogni α, β ∈ R quanto segue:

Rm̂(α) −Rm̂(α+ β) = e− i
2 αm̂·σ⃗ − e− i

2 (α+β)m̂·σ⃗ = Rm̂(α) [I −Rm̂(β)]

Essendo le rotazioni operatori unitari, Rm̂(α) conserva la norma, pertanto:

∥ [Rm̂(α) −Rm̂(α+ β)] |Ψ⟩ ∥ =
∥∥∥(I − e− i

2 βm̂·σ⃗
)

|Ψ⟩
∥∥∥

Poiché (m̂ · σ⃗)2 = I, gli autovalori di m̂ · σ⃗ sono ±1, dunque lo spettro di I − e− i
2 βm̂·σ⃗ è

{1 − e± i
2 β}. Ne consegue che

d(Rm̂(α), Rm̂(α+ β)) = sup
∥Ψ∥=1

∥(Rm̂(α) −Rm̂(α+ β)) |Ψ⟩ ∥

= max(|1 − e− i
2 β|, |1 − e

i
2 β|) = |1 − e

i
2 β|

Considerando che Rn
m̂(θ) = Rm̂(nθ) ∀n ∈ N, dalla continuità della funzione β 7→

|1 − e
i
2 β| segue per definizione che:

∀α ∈ R ∀ε ∈ R>0 ∃δ ∈ R>0 :

|nθ − α| mod 2π < δ =⇒ d(Rm̂(α), Rn
m̂(θ)) < ε

Unendo questo risultato a quello di densità si ottiene:

∀α ∈ R ∀ε ∈ R>0 ∃n ∈ N : d(Rm̂(α), Rn
m̂(θ)) < ε

Ricordando le relazioni Hσ1H = σ3, Hσ2H = −σ2, Hσ3H = σ1, è semplice dedurre
che:

HRn̂(α)H = Rm̂(α)
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dove, se n̂ = (nx, ny, nz), allora m̂ = (nx,−ny, nz). In particolare n̂ e m̂ non sono paralleli
perché ny = sin(π/8)√

1+cos2(π/8)
̸= 0.

Siano U una qualsiasi porta logica a singolo qubit, esprimibile come segue secondo il
corollario 5.2, e V la seguente porta logica composta da sole porte Hadamard e π/8:

U = eiαRn̂(β)Rm̂(γ)Rn̂(δ), V = Rn1
n̂ (θ)HRn2

n̂ (θ)HRn3
n̂ (θ)

= (THTH)n1H(THTH)n2H(THTH)n3

Utilizzando la disequazione (5.2) del teorema 5.8 e considerando che, stando alla definizione
5.4, E(U, V ) = E(U/eiα, V ), segue l’approssimabilità da dimostrare.

∀Usingolo ∀ε ∈ R>0 ∃n1, n2, n3 ∈ N : E(U, V ) ≤ 2d(U/eiα, V ) < ε

5.2 Costruzione di porte controllate
La porta Toffoli è realizzabile con una composizione di sole porte a singolo qubit e porte
CNOT. La dimostrazione per costruzione è data dal seguente circuito.

=

T

T † T † S

H T † T T † T H

Sia U una porta a singolo qubit. L’operazione controllata C(U) è realizzabile con una
composizione di sole porte a singolo qubit e porte CNOT. Infatti, come assicura il corollario
5.3, esistono α ∈ R e A,B,C porte logiche a singolo qubit tali che U = eiαAσ1Bσ1C, che
permettono la costruzione del seguente circuito equivalente alla porta controllata C(U).

U

=

(
1 0
0 eiα

)

C B A

L’uguaglianza è evidente calcolando esplicitamente l’operatore matriciale rappresenta-
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to dal circuito: [(
1 0
0 eiα

)
⊗A

]
· CNOT · (I ⊗B) · CNOT · (I ⊗ C)

=
(
A 0
0 eiαA

)(
B 0
0 σ1B

)(
C 0
0 σ1C

)

=
(
ABC 0

0 eiαAσ1Bσ1C

)
=
(
I 0
0 U

)
= C(U)

Sia U una porta a singolo qubit. L’operazione controllata Cn(U) è realizzabile, come
mostrato dal circuito seguente, con una composizione di sole porte Toffoli e della porta
C(U), sfruttando n − 1 qubit ausiliari inizializzati a |0⟩, detti qubit di lavoro o (qubit
ancilla). L’equivalenza è evidente se si considerano le tavole di verità di queste porte e
quindi di come ogni porta che compone il circuito trasformi sequenzialmente gli stati della
base computazionale.

...

c1

c2

c3

c4

t U

=
...

c1

n controllo
c2

c3

c4

|0⟩

n− 1 lavoro|0⟩

|0⟩

t U target

5.3 Porte logiche a due livelli
Definizione 5.10 (Operatore a due livelli). Sia A un operatore agente sullo spazio di
Hilbert a dimensione finita H. L’operatore A si dice a due livelli se esiste un sottospazio
V ⊆ H al più a 2 dimensioni tale che:

∀ |Ψ⟩ ∈ V⊥, A |Ψ⟩ = |Ψ⟩

dove V⊥ è il sottospazio di H ortogonale a V.

Teorema 5.11. Per ogni U porta logica a n qubit a due livelli, esiste un circuito equi-
valente ad U composto da sole porte Cn−1(σ1) e una porta Cn−1(Ũ), dove Ũ è la porta
logica a singolo qubit che definisce l’azione di U nel sottospazio bidimensionale su cui U
agisce non banalmente.
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Dimostrazione. Sia |Ψ⟩ un generico stato di n qubit.

|Ψ⟩ =
2n−1∑
k=0

αk |k⟩ = α0 |0 · · · 00⟩ + α1 |0 · · · 01⟩ + · · · + α2n−1 |1 · · · 11⟩

dove αk ∈ C e |k⟩ sono gli elementi della base computazionale, quindi k indica il codice
binario associato secondo la nomenclatura utilizzata.

La porta logica a due livelli U opera non banalmente sui soli vettori di un sottospazio
V generato da al massimo due vettori di base |i⟩ e |j⟩.

V = span{|i⟩ , |j⟩}, U |Ψ⟩ = βi |i⟩ + βj |j⟩ +
∑

k ̸=i,j

αk |k⟩

dove βi, βj ∈ C e definiscono la porta a singolo qubit Ũ come:

Ũ

(
αi

αj

)
=
(
βi

βj

)

Definizione 5.12 (Codice Gray). Siano i e j due codici binari diversi ed entrambi ad
n cifre. Un codice Gray da i a j è una sequenza finita di codici binari ad n cifre dove il
primo è i, l’ultimo è j e i codici adiacenti differiscono per esattamente una cifra.

L’implementazione di U avviene tramite l’utilizzo dei codici Gray appena definiti ed è
suddivisa nei tre seguenti punti:

1. Applicazione sequenziale di m porte controllate C1 = Cn
1 (σ1), · · · , Cm = Cn

m(σ1),
in modo da implementare un circuito che trasformi soltanto il vettore di base |i⟩ in
|gm⟩, dove gm è il penultimo elemento del codice Gray da i a j:

i, g1, g2, · · · , gm, j Cm · · ·C1 |i⟩ = Cm · · ·C2 |g1⟩ = · · · = |gm⟩

con m ∈ [0, n− 1] ∩ N.

2. Applicazione di una porta controllata Cn−1(Ũ), con qubit target nella posizione
dell’unica cifra diversa tra gli ultimi due elementi del codice Gray, e con qubit di
controllo che limitino la trasformazione ai soli vettori di base rappresentati dal codice
le cui restanti cifre siano del valore di quelle dell’ultimo codice j.

3. Applicazione in ordine inverso delle porte C1, · · · , Cm utilizzate al primo punto.

Esempio 5.13. Sia U la seguente porta logica a due livelli e Ũ la relativa porta logica
a singolo qubit che definisce l’azione di U nel sottospazio bidimensionale su cui U agisce
non banalmente.

U =



a 0 0 0 0 0 0 b
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0
c 0 0 0 0 0 0 d


Ũ =

(
a b
c d

)

In questo caso i vettori di base su cui U agisce non banalmente sono |i⟩ = |000⟩ e |j⟩ =
|111⟩, di cui un codice Gray e, di conseguenza, un circuito che implementa U sono:
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i = 000
g1 = 001
g2 = 011
j = 111

U

Teorema 5.14. Per ogni U operatore unitario che opera su uno spazio di Hilbert H di
dimensione n, esistono n operatori su H unitari a due livelli U1, · · · , Un tali che:

U = U1 · · ·Un

Dimostrazione. La seguente è una dimostrazione per costruzione del caso di operatori
rappresentati da matrici in C3×3, generalizzabile al caso di operatori agenti su spazi di
Hilbert n-dimensionali. Abbia quindi U la seguente rappresentazione matriciale:

U =

a d g
b e h
c f j


Siano definite di conseguenza le matrici U1, U2, U3 come segue3:

U1 =


I se b = 0


a∗ b∗ g

b −a h

c f λ

 · 1
λ

se b ̸= 0
=⇒ U1U =

a′ d′ g′

0 e′ h′

c′ f ′ j′



U2 =




a′∗ 0 0
0 1 0
0 0 1

 se c′ = 0


a′∗ 0 c′∗

0 λ′ 0
c′ 0 −a′

 · 1
λ′ se c′ ̸= 0

=⇒ U2U1U =

1 d′′ g′′

0 e′′ h′′

0 f ′′ j′′



U3 =

1 0 0
0 e′′∗ f ′′∗

0 h′′∗ j′′∗


dove gli apici definiscono le componenti delle matrici
risultanti e

λ =
√

|a|2 + |b|2, λ′ =
√

|a′|2 + |b′|2

Moltiplicando tra loro le matrici così definite ed essendo la trasposta coniugata di una
matrice unitaria a due livelli ancora una matrice unitaria a due livelli, per definizione di
operatore unitario, si ottiene la tesi.

U3U2U1U = I =⇒ U = U−1
1 U−1

2 U−1
3 = U †

1U
†
2U

†
3

3Si denota con a∗ il complesso coniugato di a ∈ C.
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